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ALGUNAS DESIGUALDADES GEOMETRICAS 
Gustavp Corach y Horacio Porta 
Resumen: Designemos con l y h, respectivamente, el promedio de 
los lados y de las alturas de un ~riángulo inscripto en la c1rcunf 
rencia de d1ámetro D. En esta nota demostramos que el cocierte 
e= 2l/(h +D) satisface O< e< 1 para todo triángulo; se conJ! 
tura que el mínimo valor de e sobre los triángulos acutángulos es 
(4/41)(3 +5 12), que se obtiene para ~1 isósceles rectángulo. Se 
estudian otras desigua 1 '" ,¿s relacionadas, en las que aparece tam 
bién el valor g = (h +2.) 2 /F, donde F es el área del triángulo. 
La nota incluye algunas conje~uras, ejercicios y tabias. 
§1. Designaremos los lados y alturas de un tr~angulo ABC por sus sím 
bolos habituales a,b,c y ha,hb,hc. respectivamente. Adem·s , 
O será el centro de la circunferencia circunscripta y R y O 
serán su radio y su diámetro (que se llaman también el "circun-
radio" y el "ci rcundi ámetro"). 
(1.1} Desigualdadbásica: b+c< ha+D. 
Demostrat:ién. C'bservamo:; primero que el ángulo <·J mide la mitad del 
ángulo < AOC. por ser el triángulo AOC isósceles. Pero entonce~. 
(f = w ya que e,; es también ia mitaa úe < AOC, el ángulo c~ntral 
cuyo arco es AC. Entonces los triángulos rectángulos ANB y CMO 
son semejantes y por lo tanto 
o sea 
~- b/2 
e -T 
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con 1o que, usc:ndo o ::>" -~<, se vbtiene 
(LZ) be . 
Ob::.e;·v<:mos ahora qu~ ha <e 
d;;:;; so,1 es ~r ¡ C<:t!S a tnenos que AGC 
Lueg.:: 
Y ha< t.. Y que ambas desigualda 
sea rectánguio (en B 0 en e}. 
o<. (r; -'1- )'b -" ) a \ a . 
Calculando (y ·ti1i;:ando {1. 2)): 
.. 
' .. 
O ~ cb- eh_ - bh ... h.< 
a a 3. 
AB.: 
~., D .
• " • "' t1 fo 
V 
11 .. 1) 
e +e-
~ > e, e, 
C.(lf."' n Fli;tin .. ; ".,0 .l 0 p• ~d., 
se.. ectángu 1 o er dos rle sus :ingul os' c:1 
gun~ d~ l~s t;~s d~bc ser un¿~.· 
-eslgualdad estricta. 
-'i-
~u1tan d~ éstas, utilizaremos las siguientes notaciones 
L = a+ b +e {perímetro) 
¿ L/3 (1 ado promedio} 
H ha+hb+hc (suma de a1 turas} 
h H/3 (altura promedio) 
F = {l/2)aha (1/2 }t;hb = (l/2)cha (á re a) 
r~~encemos suw~ndo 1as tres J"~igualdades rie (1.4). Se obtier.e 
2l < 1:1 +3D 
. 
y dividiendo por 6: 
(2 .1) f.. ( (h + D)/2 
deL altura prc.1e:l,._ y el cir·c•.mdl~mc>tr'>"}. Gt t.-v• o, 1ue 51con 
J:.(is CC:--..il. dt h Q~O r 
1" {2.1) resulca J<~<1 
t~nguic er. C y C:Jn á:1!}U 1 0 Ci en , \la1e 
e .. 2(1 +sena +cosa}/(3 +o;ena+eosa+senacos o:)- 1 
o sea 
~- b/2 
e -T 
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que poniendo t = sen a +cos ce , se escribe 
(2.3} e= f(t} (4t +4)/(t2 +2t +5). 
Utilizando la identidad sena +cosa= (1 +sen2a)lfz se concluye 
que, cuando O<a<ff/2, el número t varía entre 1 y 12 (en re_! 
li dad recorre es e i nterva 1 o dos veces , aumentando de 1 a l'[ cuando 
a crece de O a 1f/4 y disminuyendo de 12: a 1 cuando a crece de 
1f/4 a 7t/2). Pero entonces los posibles valores de e para triangulos 
rectangulos son los de la función f(t} definida por (2.3) cuando 
1 <t <12. Derivando tenemos df/dt = 4( - t2-2t+3}/(t2+2t+S)2 
de manera que df/dt <O en 1 < t < 12 y por lo tanto el rango de 
e es el intervalo de extremos f(/2) = (4/41)(3 512) = 0.982543 y 
f(l) = l. Podemos resumir lo dicho de la siguiente manera: 
(2. 4) Pa:ra Loa tl'iánguloa rectánguLos se tiene siempre 
(4/41)(3+512) ..;e< 1 
Y eL mínimo vaL01• se aLcanza para eL triángulo rectánguLo iao!!_ 
ceLes. 
(2.5) Nota: conjeturamos que (4/41)(3 +S 12) <e< 1 vale para 
cuaLquier tri!ngu1o acutángulo, pero no hemos podi do demostra~lo. 
(2.6) Ejercicio. Si a , b,c son los l~dos de un triángulo, entonces 
poniendo ¡J ~ L/2 (= 3i/2\ vale: 
e= _!~be a+b+cl{p(p-a~(Q-b)(p-c))i/2 
3a2 zc• + 4(afl~c¡:¡;c)p(p-a)lp-b)(p-c ) 
(2 . 7) Ej erci cio. Sean a, .., y r¡ las medi as aritméticas , geométrica 
Y a rmóni ca de a , b,c y sea 7 la medi a geomét r ica de p-a, 
-1-
p-b y p-e. Entonces vale : 
e. 2 16'~(crf>l/2 
6ay 3 +nl 
(2.8) Ejercicio. Para todos 1 .. trilafules pitag6r1cos 
a • 1112 -n2 , ft = l~. < • a2 •ttl • donde A <~a SO ettt! 
ros positivos, el ~ler liR e " racicul . Para los tri~os 
a • 3, b • 4, e • S y a • S. b • tt. e • ll (que c~A-
• Z, n • 1 y a m • 3, n • t) se oótiene e a 60/61 ~ 
"'0.983693 y e 2 195/191 91 0.949848 reSflectivamente. 
Come segunda &plicaci6n escr1bamos, usaRdo nuevamente (1.4): 
~ltiplicMtde 
de «tonde 
(!.tl 
O ~ b - ha < D -e , 
a<a- b<l-c 
{b- ha)(a - bt,) < (D -c)2 
(la igualdad vale para el triingulo rectángulo isóscel~s). 
An!logamente, multiplicando las desigualdades a+ e < '\ +Q 
Y b+c.;;; ha +0, de (1.4). obtenemos 
{a +c)(b +e) < (hb +D)(ha +0) 
osea 
Pero de {1.2) resulta que ac ,. hbO, be = haO y por o t anto 
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{2.10} 
Podemos ahora combinar (2.g) y (2.10). Sumando ab a (2.9) y desa-
rrollando el cuadrado obtenemos 
y utilizando (2.10) para reemplazar los dos últimos sumandos, tendremos 
después de simplificar hahb y de dividir por 2: 
(2.11) ab + cD <;; 2F + [)2 • 
Sumando (2.11) a las dos fórmulas an~logas que se obtienen permutando los 
lados a,b,c . tendremos 
ab + ac +be +LO <;; 6F + 302 
y como (usando 1.2): 
3Dh = D(h +hb +h ) Oh +Dhb +Oh be +ac +ab , a e a e 
conclufmos que vale 
D(h +l) <;; 2F +02. 
Esta desigualdad se puede escribir también 
02 - (h +l)D + 2F;;. O . 
Obsenemos CiUe esta desigualdad serta auto•ncHica si el discriminante 
(h +i.) 2 -8F de la ecuaci6n x~- (h +t)x +2F =O fuera <;;O, lo que 
no sabemos si ocurre alguna vez. Es claro que (h+l)2 -8F <O si y 
solamente si (h +!)2/F < 8; pero tampoco conocemos el valor mínimo 
de 
-9-
{ 2.12} g (h +!} 2 /F . 
Es posible que sea (1/3}(12 +713) ~ 8.041452, que se obtiene para 
los tri~ngulos equil~teros (ver el Ejercicio (2.15)). 
(2.13} Ejercicio: Con la notación utilizada en (2.3) demostrar que 
para tri~ngulos rectángulos se tiene 
g (t2 +4t + 1)2/9(t2- 1) 
y que el mfnimo valor de g para ellos es el del tri~ngulo rectán-
gulo isósceles, es decir 
g (1/9)(41 +2412) ~ 8.32679. 
(2.14) Ejercicio: Deducir de {2.1) que vale 
gF > ( 3l - O) 2 • 
(2.15) Ejercicio: Utilizar la desigualdad isoperimétrica 
ll > 2~F y (2.14) para concluir que para todo tri&ngulo 
vale 
o > (2fi - .'g) ..r- . 
Considerando el caso mas desfavo~able, que es el del triAngulo equj_ 
lAtero, concluir que también vale 
o> (4/3) .. /13/f 
La primera desigualdad es mejor oue la segunda para los casos 
en que 
19 < 2fi - ( 4/3) vfl3 ~ l. 790142 
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Sospechamos, sin embargo , que esto no ocurre para n;ngan tr;& o. 
Recordemos la noc;on de •trilngulo dual• : decimos que el tr;~o 
ABC es dual si sus alturas son los lados de un trilngulo. Natural te 
todo tri~ngulo eq~illtero es dual; a • 3, b = 4, e= 5 es dual; sin 
embargo, sf a = 65, b • 15~ e = 169 entonces ha = 1§6, ~ = 65, 
he = 60 Y como ha> hb +he, estM no pueden ser los lactes de un trll!!_ 
gulo. Más generalmente, si • + vha , u+~ y u+ vhc fenlan u- trUa 
gulo, se dice que ABC es •(w.v)-eual•. 
(2.16) Ejercicio: Utilizar (1.4) para demestrar que tode trilngtilo es 
(D,-1)-dual. 
§3 . De las preguntas sobre el tema que no sabemos responder, las sigui~ 
tes nos parecen interesantes. 
(3.1) lQué propiedades geométricas tienen en común dos triángulos con el 
mismo valor de e • Ul(h + 9) 7 
(3.2) lQué propiedades geométricas tienen en común dos trilngulos con los 
mismos valores e = U/(h +D) y g = (h +!)2/F 7 (Ccmjetura: sOR 
semejantes) . 
(3.3) lCuál es el fnimo valor que toma e "' U !( h +D) so~ los tri&n. 
gulos acutángu1os7 
-11-
§4. En esta última sección transcribimos algunas tablas sign1 f ica-
tivas. 
(4.1) Triángulo equilátero: a = b = e = 1 
l = 1 = 1.000000 
h = (1/2) 13 :!! 0.866025 
D = (2/3) 13 :!! 1.154701 
F = (1/4) 13 :!! 0.433013 
e = ) /3 :!! 0.989743 
g = (1/3){12 + 7 /3) :!! 8.041452 
(4.2) Triángulos rectángulos: a = cos a , b = sen a , e = 1 
para O <a <~12. En estas fórmulas se abpevia 
t = cosa + sen a , que satisface 1 < t < f'l. 
l. = (1/ 3){ t + 1) 
h = (l / 6)(t2 +2t -1 ) 
D = 1 
F = (1/4){t2 -1) 
e = 4(t +1)(t2 +2t +5) 
9 = (1/9)(t2 +4t + 1)2/(t2 -1) 
Para el caso especial del triángulo isósceles (a = ~/4) tenemos: 
l. = ( 1/ 3){ 1 +12) 
h = (1/6)(1 +2 12) 
D = 1 
F = 1/4 
:!! 0.804738 
= 0.638071 
" 1.000000 
= 0.250000 
(3.4) lCuál es el lnimo val or que t oma g = (h +!)2/F sobre odos los e = 4(1 +l2.)/(7 +2 1"2") S!! 0.982543 
triángulos? g = (1/9){41 +24 12) :!! 8.326792 
(4.3) Tri ángul os isóscel es : a = 2sen a , b = e = 1 para 
O <a <w/2. En estas fórmulas se abrevi a 
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t cos a +sen a , s = sen a . 
l = (2/3)(s + 1) 
h = (l/3}(t-s)(4s +1) 
0 = 1/(t- S) 
F = (l/2)(t2 -1) 
e= 4(t-s)(s+l)/(-4s3 -s2 +4s+4) 
g = (2/9)(4ts-4s2+t+s+2)2/(tL1). 
C.O.N.I.C.E.T. - U.B.A. 
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FRACCIONES CONTINUADAS 
Osear A. CámpoLi 
Introducci6n 
En ésta nota se pretende llamar la atención sobre un tema muy 
importante y elemental que desde hace tiempo no forma parte de la 
preparación básic ~ de la mayorfa de los matemáticos y mucho menos 
de un profesor de matema t ·cas secundarias. 
El tema general es el de las aproximaciones racionales a un 
número real irracional dado. Por supuesto que el problema de hallar 
números racionales que aproximen m&s y m&s a un dado número irrac i~ 
nal y el problema de dar la expresión decimal de dicho núme ro 'rra-
cional son equivalentes. 
Digamos entonces que se da un número irracional caracterizado 
por alguna propiedad y una cierta familia de números racionales . 
Uno busca el número racional de la familia que mejor aproxi ma al 
irracional dado y trata de estimar la diferencia entre ambos. 
Precisemos un poco más. Digamos que a es un número irracion03 1 
Dado un número natural k podemos preguntarnos cuál es el número 
racional h/k de denominador k que mejor aproxima a a y estimar 
la- h/kl . 
Cualesquiera sean k y a, está claro que podemos encontrar un 
número entero h tal que a esté comprendido entre h/k y (h+l )/k 
Luego se debe cumplir que 
6 
O< h+l <1 
-¡- - a 2k 
